Wahrscheinlichkeitssatze (1)
- Ableitungen aus den Axiomen nach Kolmogorow -

1. Theorem liber komplementére Ereignisse
Die Vereinigung von (A) und (-A) fihrt zu einem sicheren Ereignis.

p(AU—A)=]1 =mmdp p(—=A)=1-p(A)

[Negation]

2. Theorem iiber das unmégliche Ereignis
Die Wahrscheinlichkeit des unmdglichen Ereignisses & ist 0.

p(D)=0

Wahrscheinlichkeitssatze (2)
- Der einfache Additionssatz -

Ftir zwei unvereinbare (disjunkte) Ereignisse gilt:
P(AUB) = p(A)+ p(B)

SchlieBen sich zwei Ereignisse gegenseitig aus, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass
entweder das Ereignis A oder das Ereignis B auftritt, gleich der Summe der Einzel-
oder Randwahrscheinlichkeiten der Ereignisse.

Ftir mehrere disjunkte Ereignisse gilt:
p(AUBUCU...)= p(A)+ p(B)+ p(C) +...

Die Wahrscheinlichkeit, dass eines von k disjunkten Ereignissen eintritt, entspricht der
Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir die k Ereignisse.

Beispiel:
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit bei einem Wirfelwurf entweder eine 6 oder eine 1

zu warfeln?
p(6)=1/6

p(1)=1/6
p(6 U 1)=1/6 + 1/6=2/6




Wahrscheinlichkeitssatze (3)
- Additionssatze -

Venn-Diagramm: Veranschaulichung

A und B sind unvereinbar (sind A und B sind vereinbar (sind nicht
disjunkt) disjunkt).
3 3
5
1
L 4
B A
6 6
\ ! \
A Q Q AnB B

p(AUB) = p(A)+ p(B) p(AUB) = p(A)+ p(B)—p(ANB)

Wahrscheinlichkeitssatze (4)
- Der erweiterte Additionssatz -

Fiir vereinbare (nicht disjunkte) Ereignisse gilt:
pP(AUB) = p(A)+p(B)- p(ANB)

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Zufallsexperiment mindestens eines der
Ereignisse A oder B eintritt ist gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir A
und B abzlglich der Wahrscheinlichkeit daflir, dass A und B beide eintreten.

Beispiel:
Wie groB ist die Wkt. aus einem Skatkartenspiel bei einmaligem Ziehen eine
Herzkarte (H) oder eine Bildkarte (B) zu ziehen?

p(H)=8/32
p(B)=12/32

p(H N B)=3/32

p(H U B)=8/32 + 12/32 - 3/32=17/32




Wahrscheinlichkeitssatze (5)
- Bedingte Wahrscheinlichkeiten | -

Stochastische Unabhéngigkeit

Zwei Ereignisse A und B heiBlen stochastisch unabhéngig, wenn die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses A unabhangig von den Bedingungen Uber das
Ereignis B ist, wenn also gilt:

p(A/B) = p(A/—B) p(B/A)= p(B/—A)
bzw.
p(A/B) = p(A) p(B/A)= p(B)
p(A/B) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit von A, wenn B bereits eingetreten ist.

Die Vorhersagbarkeit von Ereignis A wird durch das Eintreten von B nicht
beeinflusst.

Wahrscheinlichkeitsséatze (6)
- Bedingte Wahrscheinlichkeiten I -

Baumdiagramm: Veranschaulichung
Ereignisse: Raucher (R) und Lungenkrebs (K)

p(K/Raucher) Krebs
Raucher
P(R)
p(-K/Raucher) kein Krebs
p(K/=Raucher) Krebs
p(=R) -Raucher
p(-K/=Raucher) kein Krebs

Unabhéngigkeit liegt vor, wenn: P(Krebs) = P(K/Raucher) = P(K/-Raucher)
Abhéngigkeit liegt vor wenn: P(K/Raucher) # P(K/-Raucher)




Wahrscheinlichkeitssatze (7)
- Bedingte Wahrscheinlichkeiten 111 -
Verbund- und Randwahrscheinlichkeiten
beobachtete Daten
Krebs kein Krebs

50 30

Raucher

40 80

Nichtraucher

beobachtete relative Haufigkeiten Verbundwahrscheinlichkeit
Krebs kein Krebs
0.25 0.15

Randwahrscheinlichkeit

Raucher

0.2 0.4

Nichtraucher

Wahrscheinlichkeitssatze (8)
- Bedingte Wahrscheinlichkeiten IV -

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

p(A/B) ist die Wahrscheinlichkeit von A unter der f
Bedingung, dass Ereignis B auftritt (P(B)>0); p(AlB)= AR
Loedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B* B
Verbundwahrscheinlichkeit
p(A/B)= e A (A/B):M
(Rand-)Wabhrscheinlichkeit der Bedingung P f In
B
Beispiel: (AN B)
Wie groB ist die Wkt. aus einem Kartenspiel ein p(A/B) = pnang)
As (A) zu ziehen unter der Voraussetzung, dass P(B)
es eine Herzkarte (B) ist? bzw
P(B)=8/32 ANB
P(ArB)=1/32 p(BIA) = P(ANB)

P(A/B)=1/32 : 8/32= 1/8 p(A)




Wahrscheinlichkeitssatze (9)
- Bedingte Wahrscheinlichkeiten V -

Venn-Diagramm: Veranschaulichung

Ist B eingetreten, so ist die Menge der méglichen Ereignisse gleich der Menge
der Elemente, die in B liegen;

die Menge der glinstigen Ereignisse ist gleich der Menge der Elemente von A,
die in B liegen (Schnittmenge).

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A/B) entspricht dem Verhéltnis der roten

Flédche (P(A n B) zur grauen Fldche (P(B)). AAB
A\\
— 5
Wahrscheinlichkeitssatze (10)
- Bedingte Wahrscheinlichkeiten VI -

Beispiel
beobachtete relative Haufigkeiten

Krebs kein Krebs

0.25 0.15
Raucher

2 A
Nichtraucher 0-20 0-40
PK/R)= PKnR)/PR) =.25.40 =0.625
P(K/=R)= PK n—R)/ P(-R)=.20/.60 =0.333
Merkmale stochastisch abhngi Merke:

erkmale stochastisch abhéngig P(A/B) % P(B/A)

P(R /K)= P(R Ia) K) / P(K) =.25/.45 =0.556 [auBer bei Gleichverteilungen]

P(R/I-K)= P(R n—K)/ P(-K)=.15/55 =0.273




Wahrscheinlichkeitsséatze (11)
- Bedingte Wahrscheinlichkeiten VII -

Baumdiagramm: Zahlenbeispiel
Ereignisse: Raucher (R) und Lungenkrebs (K)

p(K/R)=0.625 p(KAR)=0.25

0.4
P(R)

p(-K/R)=0.375 p(-KR)=0.15

p(K/-R)=0.33 p(Kn-R)=0.2

p(_‘R) 0.6

p(-K/-R)=0.67 p(-Kn-R)=0.4

Merke: p(A/B):%-» p(ANnB)=p(B)- p(A/B)

Wahrscheinlichkeitsséatze (12)
- Der Multiplikationssatz -

Die Wabhrscheinlichkeit, dass zwei Ereignisse beide auftreten ist gleich
dem Produkt der Randwahrscheinlichkeit des einen multipliziert mit der
bedingten Wahrscheinlichkeit des anderen (gegeben das erste liegt vor).

p(ANB)=p(A)- p(B/ A)
p(ANB)=p(B)- p(AlB)

Beispiel
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit,. aus einem Kartenspiel sowohl eine
rote Karte (A) als auch ein As (B) zu ziehen?

P(A)=16/32

P(B/A)=2/16

P(AnB)=16/32 - 2/16 = 1/16




Wahrscheinlichkeitssatze (13)
- Der Multiplikationssatz bei stochastischer Unabhéngigkeit -

Sind zwei Ereignisse A und B stochastisch unabhéangig, so gilt:

p(ANB) = p(A)- p(B)

Bei vollstandiger Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse ergibt sich:

P(ANBACA..)=p(A)- p(B)- p(C)-...

Beispiel
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, zweimal nacheinander (A und B) eine 6
zu wiirfeln?

P(A)=1/6

P(B)=1/6

P(AnB)=1/6 - 1/6=1/36

Wahrscheinlichkeitssatze (14)
- Satz der totalen Wahrscheinlichkeit -

Wenn ein Ereignis B immer gleichzeitig mit einem von k einander ausschlieBenden
Ereignissen A; (i=1...k) eintritt, gilt fir die Wahrscheinlichkeit von B:

& bzw.
PE=2p(A) PBIA) ey p(B1 4 plA)+ p(BIA)- poA)

Veranschaulichung: B

A AnB A,mB

A,nB




Wahrscheinlichkeitssatze (15)
- Das Bayes Theorem | -
Mit Hilfe des Bayes Theorems |asst sich ein unbekannte bedingte Wahrschein-

lichkeit aus der anderen bedingten Wahrscheinlichkeit und den Randwahr-
scheinlichkeiten berechnen.

p(AlB) = p(B/ A)-p(A) _ p(B/ A)- p(A)
p(B) p(B/ A)- p(A)+ p(B/=A) - p(—A)
bzw.
p(B/ A) = P(A/B)-p(B) _ P(A/B)- p(B)
p(A) P(A/B)- p(B) + p(A/=B)- p(—B)

Zentrale Frage des Signifikanztests:

Mit welcher Wahrscheinlichkeit treten empirische Daten auf, unter der
Bedingung, dass eine bestimmte Hypothese gilt P(D/H)? Dies ist i.A. ungleich
der Wahrscheinlichkeit mit der (gegeben die Daten) eine bestimmte Hypothese
gilt (P(H/D) (hdufige Fehlinterpretation!).

Wahrscheinlichkeitsséatze (16)
- Das Bayes Theorem |l -

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit bei einem positiven HIV-Testergebnis (T+) wirklich
infiziert zu sein (HIV+)?
(Daten aus: Gigerenzer, G., Hoffrage, U. & Ebert, A. (1998), AIDS Care, 10(2), 197-211.)

P(HIV+) = 0.0001 (Prédvalenz)
P(T+/HIV+) = 0.998 (Sensitivitét des Tests)

komplementéar dazu: falsch negativ (T-/HIV+): 1-Sensitivitat
P(T-/HIV-) = 0.9999 (Spezifitit des Tests)

komplementat dazu: falsch positiv (T+/HIV-): 1-Spezifitat

Bedingte Wahrscheinlichkeit:

p(HIV+/T+) = p(T+/HIV+) - p(HIV+) / p(T+)

Satz der totalen Wahrscheinlichkeit:

p(T+) = p(HIV+ N T+) + p(HIV- N T+) = p(T+/HIV+) - p(HIV+) + p(T+/HIV-) - p(HIV-)
Ergebnis:

p(HIV+/T+)=0.998 - 0.0001 / (0.998 - 0.0001 + 0.0001 - 0.9999) = 0.4995




Wahrscheinlichkeitssatze (17)
- Das Bayes Theorem Il -

Beispiel mit bedingten Wahrscheinlichkeiten*
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, bei einem positiven Ultraschall (U+) ein Kind mit
Down-Syndrom zu bekommen (D+), wenn

p(Ultra+/Down+) = 0.80  Sensitivitét
p(Ultra+/Down-) = 0.08  Falsch Positiv ~ Wie groB3 ist P(Down+ / Ultra+)?
p(Down+) = 0.0015 Prévalenz

p(U+/D+)=0.80 —— p(D+nU+)=0.0015 - 0.80 =0.0012
p(U~/D+)=0.20 —— p(D+nU-)=0.0015 - 0.20 = 0.0003
p(U+/D-)=0.08 —— p(D-nU+)=0.9985 - 0.08 =0.07988
p(U-/D-)=0.92 —— p(D-nU-)=0.9985 - 0.92 =0.91862

p(D+)=0.001 5<

p(D—)=0.9985<

P(D+/U+)=P(D+ n U+)/(P(D+ N U+)+P(D— N U+))
=0.0012/(0.0012+0.07988)=0.0148

Die Wahrscheinlichkeit bei einem positiven Ultraschall ein Kind mit Down-Syndrom

zu bekommen betragt 1.5%.

* Daten aus: Kurzenhduser, S. & Hoffrage, U., (2002). Medical Teacher, 24 (5), 516-521.

Wahrscheinlichkeitsséatze (18)
- Das Bayes Theorem IV -

Beispiel mit absoluten Hiufigkeiten

15 von 10.000 schwangeren Frauen bekommen ein Kind mit Down-Syndrom. Von
diesen 15 Frauen, bekommen 12 ein positives Ultraschallergebnis. Von den 9985
Schwangeren mit Kindern ohne Down-Syndrom, bekommen 799 ein positives
Ultraschallergebnis.

Wie viele der Frauen mit einem positiven Ultraschallergebnis werden ein Kind mit
Down-Syndrom bekommen?

10000

P(D+/T+) =12 /(12 + 799)
=0.01480

Die Wahrscheinlichkeit bei

einem positiven Ultraschall ein /

Kind mit Down-Syndrom zu @

bekommen betragt 1.5%.

Test+ Test- Test+ Test-




